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Resume 

Dans ce travail, on determine l'indice formel et l'indice polynomial d'un operateur differentiel 

m 

lineaire P = Y] Ai{x)—— a coefficients dans M n (C[x]) avec detA m (x) non identiquement nul. 

i=o dx l 

Ensuite, on applique ces resultats pour donner une nouvelle demonstration d'un theoreme de 
Bezivin-Robba equivalent au theoreme de Lindemann-Wierstrass, ainsi que pour trouver des 
conditions suffisantes sur l'equation differentielle matricielle de Riccati Y' = A(x) + B(x)Y + 
YC(x)Y a coefficients dans M n (C[a;]) pour que toute solution meromorphe soit rationnelle et 
d'autres conditions suffisantes pour que la solution generale soit algebrique. 

In this paper, one determines the formal index and the polynomial index of a linear differential 

operator P = Yl Ai(x)-j— with coefficients in M n (C[x]) and det A m (x) ^ . 
i=o dx l 

Then, one applies these results to give a new proof of a Bezivin-Robba theorem equivalent 
to the Lindemann-Wierstrass theorem, as to find sufficient conditions on the Riccati matrix 
differential equation Y 1 — A(x) + B(x)Y + YC(x)Y with coefficients in M n (C[x]) so that any 
meromorphic solution is rational and other sufficient conditions so that the general solution is 
algebraic. 

AMS classification subject : 34M, I IJ 

Key words : operateurs differentiels, indices, equation differentielle matricielle de Riccati, so- 
lutions rationnelles, algebriques, theoreme de Lindemann-Weierstrass. 

1 Notations 

C[a;]=l'anneau des polynomes en a; a coefficients dans C, 

C[x] a = {— ^ ; b G C[a;],n £ N} = le localise en a £ C[x] de l'anneau C[x], 

C[[s]]=l'anneau des series formelles em a coefficients dans C, 
M(C) — le corps des fonctions meromorphes sur C, 

Pour Y = {ai, ...,a n } C C, on pose My{C) = {/ £ .M(C) ;/est analytique dansC — Y}. 

Si 3 £ C[x], on note ord a g l'ordre du zero de g au point a et d°g le degre du polynome g ; si 

A — (aij) est une matrice a coefficients dans C[x], on note d° A le nombre supd° atj. 

ij 

Si u : E — > E est un endomorphisme d'espaces vectoriels, on note ker(u,E) et Coker(u, E) 

respectivement son noyau et son conoyau. 

On note v(f) la valuation de / = fix 1 £ C[[x]] [x~ x ] : 

i>i 




inf{i;/^0}, si/^O; 
+oo si / = 
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Si A = (oij) € End(C[x] N ), on pose u(A) = inf{v(aij); 1 < i, j < JV}. 
On considere l'operateur differentiel matriciel 

m i 

^ K ' dx l 

i=0 

avec 

Ai(x) = A° + A\x + ... + Afx d * € M n (C[x] N ) et det A m (x) ^ 0. 

Si v4j(a;) = 0, on pose = — oo. 
Soient 

n i = inf{j;^V0} = i/(i4 i ), 
n = sup (i — m) = sup (i — v(Ai)), 

0<i<m 0<i<m 

J' = {j; 3 ~ n i = n }, 
L(k) = ^k(k-l)...(k-j + l)A;\ 

3EJ 

l(k) = detL(ft). 

Remarquons que si m £ J, alors est un polynome en k de degre mA^. 
Soient 

n = inf (i — dA, 

0<i<m 

J' = ~ dj = n'}, 
£)(*) = J2k(k-l)...(k-j + l)Af, 

j£Ji 

et 

d(fc) = det £>(&). 

2 Indice formel et indice polynomial 

Definition : 

Le polynome l(k) est appele polynome indiciel de l'operateur matriciel P et I'equation l(k) = 
est appelee I'equation indicielle de I'equation differentielle matricielle Pu = 0. 

Definition : 

Soit a G C. L'operateur differentiel matriciel P est dit regulier en a si toute solution de 
I'equation Pu = est analytique, il est dit singulier regulier en a si toute determination f de 
toute solution de I'equation Pu — est a croissance moderee au voisinage de a i.e si pour 
tout secteur S de sommet a il existe f3 € N tel que lim (x — a) 13 f = 0, P est dit singulier 

irregulier en a s 'il n'est ni regulier ni singulier regulier en a. 
Definition : 

Soient E, F deux espaces vectoriels sur un corps K et u : E — > F un homomorphisme. On dit 
que l'operateur u est a indice si dim Keru et dim Cokeru sont finis et on apelle alors indice 
de u : E — ► F le nombre entier x(u;E,F) = dimA'eru — dim Cokeru. Si E = F, on note 
x(u; E) I 'indice xi u \ E, F) ( s'il existe ). 

D'apres [5], l'operateur P : C N {x} N — > C{x} N est a indice et on a : 

X (P;C{x} N ) = mN -v(detA m ) (1) 
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D'apres [1], l'operateur P : <C[[x]\ N — » C^x]]"" est a indice et les quatre conditions suivantes 
sont equivalentes 

(i) P est singulier regulier en ; 

(ii) x(P,CM] N ) = x(P,c{x} N ); 

(iii) l'operateur 

C[[x]] N C[[x]] N 
' C{x} N C{x} N 

est injectif ; 

(iv) l'operateur differentiel d'ordre 1 suivant est singulier regulier a l'origine 



/ J 
0/ 



D = 



A. 

dx 



\ 




I 
V Bo Bi B 2 ■■■ Bm-i ) 

ou Bi = A^Ai (0 < i < m — 1) et I — la matrice identite d'ordre N. 

Dans la suite, on travaillera au voisinage du point a — 0. 
Theoreme 1 : 

(i) ) St l(k) Jl 0, alors X (P;C[[x]] N ) = nN , 

(ii) ) Si m € J, alors P est singulier regulier en si, et seulement si, v(det(A m )) — u(A m )N. 
Preuve : 

(i) Puisque sup(i — v(Ai)) — n, on a : 
P(fox k ) = L(k)f x k - n + L L (k)fox k - n+1 + ... 



P{hx k+1 ) = L(k + l)hx k 



+ .. 



De la, on deduit par un calcul simple, un isomorphisme 

P : x k C[[x]] N ^ x k - n C[[x]] N 

et du diagramme commutatif : 

x k C[[x]] N ^ C[[x]] N ^ C[[x]] N /x k C[[x]] N 



0- 



> x k - n C[[x]] N 



■cm 1 



-^0 



C[[o;]] JV /a; fc -"C[[a;]] JV ^0 



on deduit, a l'aide du lemme du serpent, que 

X(P; C[[x]] N ) =kN-(k- n)N = nN 
d'ou la premiere partie du theoreme. 

(ii) Sim £ J, l(k) est un polynome en k de degre NsupJ = Nn, done l(k) ^ 0, d'ou 

x(P;C[[x]] N ) = nN (d'apres (i) ) 

= sup{i - v(Ai)}N 

i 

= (m — v{Am))N (car m G J). 
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Si 

v(det A m ) = v(A m )N, 

alors 

(m - v(A m ))N = miV - t>(det(A m )), 

X (P;C[M] Ar = X (P;C{ a; } JV , 

c'est a dire que P est singulier regulier en 0. 
Reciproquement, si P est singulier regulier en 0, alors : 

x(P;C[[x]] N = x (P;C{x} N ), 

mais comme l(k) ^ 0, on a : 

x(P;C[[x]} N = nN (d'apres (»)), 



X(P; C{x} N ) =mN- v(det(A m )) (d'apres [5]) 

nN = (m — v{A m ))N (car m G J), 

v{det(A m )) = z/(A m )iV. 



et 

done 

d'ou l'egalite 
Theoreme 2 : 

1) Si m J et l(k) ^ 0, alors P est singulier irregulier en 0. 

2 Si m J et l(k) = 0, P peut etre singulier regulier ou singulier irregulier. 

Preuve : 

1) Si m £ J, alors m — v(A m ) < n, i.e 

(m-v(A m ))N < nN (2) 

Si l(k) ^ 0, alors x(P;C[[x]] N ) = Nn (Theoreme 1 ). 
Done, si m ^ J et l(k) ^ 0, on a : 

x(P;C[[x]] N )~x(P;C{x} N ) = Nn - (m ~ v(A m ))N > (d'apres (2)) 

i.e P est singulier irregulier. 

2) En effet : 
a) Si 

Pi = x 2 l2-^- + ( ? ^ | (ou /2 est la matrice identite d'ordre 2) 

da; \ 1 — 1 y 

on a : 
/(fc) = , 
m = 1 , 
et 

n = sup{0 - 0, 1 - 2} = , 
done m i J. 

( V 

Le vecteur w = , J] n!a; n+1 verifie l'equation 

\ n>0 / 



Piu = 





— x 
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done l'operateur 

■[x]] N C[[x]Y 



Pi 



C{x} N C{x} N 
n'est pas injectif, i.e Pi est singulier irregulier en 0. 
b) Si 



p ^ xh Tx + 1 



on a : 
l(k) = , 
m = 1, 
et 

n = sup{0 - 0, 1 - 3} = , 
done m J. 



Si v = [ ^ ) £ C[[a]] verifie l'equation 



/',.- = ,/ = ( £ ) 6C{x} 2 , 



alors on a le systeme differentiel 

/ x 3 v' 1 = gi 

: 92 



( x 3 v[ = gi 
\ Vl +x 3 v! 2 = . 

d'ou vi ,V2 G C{x} 2 et done l'application 

o . QM]" , C[[a 



est injective, i.e P2 est singulier regulier. 
Theoreme 3 : 

Si l(k) ^0 et d(k) 0, alors 

X(P; <C[x] N ) =Nri = N inf (i - d°Ai). 

i 

Preuve : 

Pour k G N , on a : 

-^-Or*) = k(k - l)...{k - i + l)x k - 1 

et done, pour A G C w , 



P(Xx k ) = 5>^(A* fc ) 

= L(fc)Aa; fc - n + Li(fc)A a ; fc - n+1 + ... + L„_„<_i (feJAa;* - "' -1 + Z>(fc)A:r fc - n ' 



Ainsi pour un polynome 

/ = fox k + ... + ,fix k+l G C[x] N 

on obtient 



Pf = L(k)f x k - n + Li(k)f x k - n+1 + ... + L n _ n ,_ 1 (k)f x k - n '- 1 
+... + L(k + l)fix k - n+l + .. + D(k + l)fix k - n ' +l 



Designons par M(k) l'espace des polynomes de C[x] de valuation superieure ou egale a k. 
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lemme 1 : 

Pour k assez grand, on a : 

dim Coker(P : M(k) N -> M(k - n) N ) = (n - n')N 



prcuve : 

Pour k assez grand, l(k) = detL(fc) et d(k) = detD(k) ne s'annulent pas. 

Si n = n! , l'application P : M(k) N — ^ M(k — n) N est manifestement surjective. 

Si n n' , soit ipi — (S}, 5fY ou H\ est le symbole de Kronecker (1 < i < N). Les (n — n')N 

polynomes x k ~ n tpi, ... ,x k ~ n forment une base d'un espace supplemental de P(M(k) N ) 

dans M(k — n) N . En efFet, ils n'appartiennent pas a P(M(k) N ) d'une part, d'autre part, tout 

g e M(k - n) N s'ecrit : 

g = g x k ~ n + ...+g n _ n , +l x k - n '+ l ,g t eC N (0 < i < n - n' + 1) 
et il existe deux uniques polynomes a coefficients dans 
/ = f„x k + ... + fix k+l etv = v x k - n + ... + v^^x"-"'- 1 
tcls que Pf — g — v. 

Le polynome / est determine (pour k assez grand) par les I + 1 equations : 
D{k + I) ft = g n - n i+i 

D(k + I - + i n _ n /_!(fc + I) ft = g n - n '+i-i 

D(k + l-(n-n' + l))/ ( _(„_„/ +1) + ... + L(k + l)f = 

L(k + n- n'))/n-n' + •■• + D ( k )f" = 9n-n' 

et v par les (n — n') equations 

L(k)f = go - v 

L 1 (k)f + L{k + l)fi=gi-vi 

Ln-n'-i(k)fo + ... + L(k + n-n' - l)/„_„/_i = g n -n>-i ~ v„_„'_i 
d'ou le lemme 1. 

Pour fc assez grand, l'application P : M(k) — » M(fc — n) est injective et done du diagramme 
commutatif : 



M(k) r 



■ C[x] 



■C[xf/M(k) 
p 



> M(k - n) ^ C[x] N > C[x] N /M(k - n) 

on deduit que : 

X(P, C[x]) = x(P, M(k), M(k ~ n)) +kN-(k- n)N = (n' - n)N + nN = n'N. 
Theoreme 4 : 

On suppose que l(k) ^ et d(k) ^ 0. Si Nn = mN — d° (det(A m (x))) , alors 
(Pu € C(x) N ,u£ M(C) N ) u € C(x) N 



Preuve : 

II sufHt de prouver que l'application 



M(C) N M(CY 
: C{x) N ~* C(x) N 



Bctina 



7 



est injective. 

Soit u € M(C) N verifiant l'equation 

Pu = g € C(x) N , 

g s'ecrit sous la forme 

1 



9 = -9i 



avec s € C[x] et g\ € Cfa:]^. 



En dehors de l'ensemble Y = {z € C; s(z)detA m (z) = 0}, le vecteur u est analytique. On a 
done 

u G My(C) n 

et, en posant t = t(z) = s(z)deL4 m (,z), le probleme revient done a montrer le lemme suivant : 
lem mo 2 : 

Sous les hypotheses du Theoreme 4, V application 

My(C) n My(C) n 



P : 



C[x]? C[x]? 



est injective. 
Prcuve : 

D'apres [5], on a 



X(P;0(C) N ) = mN (dim H°(C,C) - dimff^C, C)) -^ord x (det(A m )) 



a:6C 



or 

#°(C,C) ~ c , 
H L (C,C) = , 
et 

J2 ord x (det A m (x)) = d° (det A m (x)), 
d'ou 

X(P; 0(C) N ) =mN - d°det(A m (x)). 

C[x] etant dense dans 6(C), done Papplication 

\N 



' C[x] N C[x] N 

est surjective ; si on note A Xi l'espace vectoriel engendre par la famille 
a : 



(x - Xi)j J 



et 



d'ou 



par suite 



M Y (C)=9(C) A Xi 



C[x] t = C[x] v4 x 

x t £Y 



My(C) n ^ 6(C) N (3) 



My(C ) J 
C[a:]: 



Cofcer ( P, ^ ) = (0) 
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ct done 



d'ou le lemme 2. 



t 

H^q^) (d'apres(3)) 

x(P;e(C N ))- x (P;C[x] N ) 

mN - d° (detA m (x)) - inf(i - cfA^AT 

i 

raAT — d° (detA m (x)) — n'N 

(d'apres l'hypothese du Theoreme 4) 



3 Applications 

3.1 Nouvelle demonstration du theoreme de Lindemann-Wierstrass 

Theoreme (Lindemann-Weierstrass) : 

Soient oi, 02, ... , a n des nombres algebriques deux a deux disjoints et Ai, A2, ... , A„ cies nombres 

s 

algebriques non tous nuls, alors J2 ^i e<li 0. 

«=i 

Dans [4], Bezivin et Robba ont demontre que ce dernier resultat est equivalent au theoreme 
suivant : 

Theoreme 5 : 

Soit L = x 2 — — |- x — 1. Si u £ C{x} verifie Lu £ C(a;) ; aiors u G C(x). 

Ensuite, ils ont prouve ce dernier theoreme avec des methodes p-adiques. 

Maintenant, on va donner une nouvelle demonstration du Theoreme 5 en utilisant le theoreme 

3 ainsi que la theorie classique des equations differentielles dans le champ complexe. 

En posant P — L, on a : 

N = m = l, 

d(k) = k + l, 

l(k) iL 0, 

n' = m/(0 - 1,1 -2) = -1, 

et 

d°detx 2 = 2. 

Ainsi d(k) , lik) ^ , Nn' = -1 et mN ~ d°detx 2 = 1 - 2 = -1, done, d'apres le 
Theoreme 4, si on montre que u £ M(C), on pourra conclure que u £ C(x), ce qui terminera 
la preuve du Theoreme 5. 

Le lemme suivant nous permettra done de conclure. 
lemme 3 : 

Sous les hypotheses du Theoreme 5, on a u <= M(C). 
Preuve : 

Soit g = Lu G C(x). Puisque u G C{x} , g G C(x) et done g — ^ avec a, b G C[x] et b(0) 7^ 0. 

Soit Z = {x G C; b(x) — 0}. Au voisinage de 0, u est analytique et au voisinage de tout autre 
point de C — (Z U {0}), la solution generale de l'equation differentielle 

Lu = g (F) 
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est analytique. Comme en tout point de Z l'operateur L est regulier, done la solution de (F) 
est a croissance moderee, il nous reste done a verifier qu'au voisinage de tout point de Z, la 
solution generale de (F) est uniforme pour conclure que u G M(C). 
Au voisinage d'un point xo G Z, l'equation (F) se transforme en 

du c 

V au = t r— = g 

ax (x — xo) s 

avec a , c £ C{x — xo}, s G N*. 
Posons : 

d 

y = x-xo, M = — + a, 
dy 

| fc+i 



On a : 
done 

Si on pose 



u = Mot/ +ui2/ + + ... (k < 0), 
c = c + ciy + c 2 y 2 + .... 



Mu — g y"Mu = c, 



d / \ / idu . \ . , , dc 



c- c 



y s — — h t/ s a« 1=0 ( ou c' = — ). 



dy J \ dy J dy 



°dy 



. C ')(/M)=( C A_ C ') + 



P(y fc ) = (c|- - c') (fe^- 1 + ...) 

= c k(k + s - l)y k+s - 2 -ci% fc+s - 1 ... 

done les racines du polynome indiciel de P sont fci = et = 1 — s. 
Comme k\ — = s — 1 G N, une base de fcerP est constitute par les solutions 

wi = y kl (j>i(y) = 0i (y) et W2 — awilogy + y k2 (f>2(y) 

ou a est une constante complexe, <f>i(y) et <f>2(y) G C{{/}. 

Toute solution w de (F) verifie l'equation Pu = 0, done « est de la forme 

u = jwi(y) + 8w2(y) (7,(5 GC) 

= 70i (y) +<5(a™>i%?/ + y fc2 (?f>2(y)) 

Pour montrer que u est uniforme au voisinage de y — 0, il suffit de montrer que a = 0. 
Supposons que a soit different de 0. On a : 

Pu = [c^- - c j (y s M)u = 0, 

done 

y s Mu = (xc ou /i GC, 

et 

y s M{a^{y)logy) = \{t^~ y s M(-yMy) + Sy k2 Mv))) = h€ Cfe}^ 1 ]. 

Or 

y s M{a<j) 1 {y)logy) = y s (^up'^y^ogy + + aa(pi(y)logyJ , 
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d'ou 

l ° gy = aWM + aMy)) £ C ^~^ (contradiction), 
et done, necessairement, a = 0. 



3.2 Equation different ielle matricielle de Riccati 

On considere l'equation differentielle matricielle de Riccati : 

Y'(x) = A{x) + B(x)Y(x) + Y(x)C(x)Y(x) (i?i) 

ou A(x), B(x), C(x) € M n (C[x] N ) , detC(a;) ^ 0, et Y(x) est la matrice inconnue. 
Le changement de fonction inconnue 

Y(x) = -C{x)- 1 W'{x)W{x)' 1 

nous donne l'equation different ielle lineaire matricielle 

W"(x) - {C(x)B(x)C(x)- L + C'(x)C{x)- l }W'{x) + C(x)A(x)W(x) = (R 2 ) 

Si on pose C^ 1 {x) = - — ^ , Co(x) et detC(a;) = ci(x) £ C[x], alors l'equation (R 2 ) se 
det O [x j 

transforme en 

A 2 (x)W" + A 1 (x)W + A (x)W = (R 3 ) 

ou 

A 2 (x) = d(x)I N , 
Ajix) = - {C(x)B(x)Co(x) + C'(x)C (x)} , 

et 

A (x) = c 1 (x)C(x)A(x). 

On remarquera que les points singuliers de ( i.e les points ou la solution generale de 
n'est pas holomorphe) sont les points de l'ensemble Z = {x € C ; ci(x) = 0}. 

Theoreme 6 : 

1) Si 2 — v(ci(x)) > sup(l — v(Ai(x)), — ^(^0(2;)), alors toute serie formelle 
Y — J2 YnX n solution de l'equation (Ri) est convergente. 

n>0 

2) Si en tout point z € Z , V operateur P est singulier regulier, alors toute solution uniforme 
de (i?i) est meromorphe. 

Preuve : 

1) En considerant l'operateur differentiel 

d 2 d 
P = Mx) dx^ +Al{x) dx~ +Mx) ' 

on obtient : 

m = 2 £ J, puisque 2 — v(ci(x)) > sup(l — u(Ai(x)), —v(Aq(x)) . 
Mais comme 

v{det(A 2 {x))) = u(det(ci(a;)/Ar)) = v{c?(x)) = Nv(a{x)) = Nv(a(x)I N ) = Nv{A 2 {x)), 
on deduit que l'operateur P est singulier regulier (Theoreme 1), done toute solution serie 
formelle de l'equation Pu = est convergente. 
Or W verifie aussi l'equation difFerentielle 

W' = DW avec D = -CY = D + D lX + D 2 x 2 + ...€ End{C[[x]] n ), 
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done en posant W = Wo + W\x + W2X 2 + . . ., on obtient par identification les relations 

Wi = D Wo, 
2W 2 = D W 1 +D 1 W 

nW n = H n (W , W n - U D , fl„_i 



ou H n est un polynome a 2n variables. 

Ces relations nous permettent, en choisissant arbitrairement Wo, de calculer de proche en 
proche W\, W2 etc ce qui signifie que W est une serie formelle solution de l'equation 
Pu — 0, done W est convergente, par suite la serie formelle Y = — C~ 1 (x)W'W~ 1 , qui est 
solution de l'equation (Ri), est convergente. 

2) On suppose que P est singulier regulier en tout point z £ Z, et soit Y une solution uniformc 
de l'equation (Ri). En posant Y — — C~ 1 (x)W'W~ 1 , W est une solution de l'equation (R2), 
done W est a croissance moderee au voisinage de chaque point singulier, par consequent Y est 
meromorphe, d'ou la deuxieme partie du Theoreme 6. 

Theoreme 7 : 

On considere le polynome d(k) associe a I'operateur differentiel P. On suppose que : 

1) d(k)^Q, 

2) 2 - d°d(x) < inf(l - d°A x (x), -d°A (x)), 

3) en tout point singulier z £ Z, les racines du polynome caracteristique de P sont entieres, 
distinctes et que si une racine r' est egale a r — d, oil r est une autre racine et d est un entier 
> 0, le calcul des coefficients de la solution (de l'equation Pu = 0) 

X T + 9r' + lX r +i + ••■ + 9rX r + ... 

est possible jusqu 'a g r . 

Alors toute solution de l'equation (Ri) est rationnelle. 
Preuve : 

En ecrivant explicitement les coefficients de I'operateur differentiel 
on a : 

A 2 (x) = ci(a;)ijv = c™ 2 I N x n2 + ... (avecc™ 2 / 0) , 

Ai(x) =A^x n ' + ... (t = 0,l), 

d'ou 

L(k) — k(k — l)c" 2 I N + termes en k de degre > 2, 
done le polynome 

l{k) = detL(fc) = fc 2JV (c? 2 ) 2 + termes en k de degre > 2 
n'est pas identiquement nul. 

D'autre part, d(k) ^ par hypothese et la relation 
2 - d°ci(a;) < inf(l - d°Ai{x), -d°A (x)) 
signifie que 

(2 - d°ci(a;))JV = inf(2 - d°A 2 (x), 1 - d°A-i(x), -d°A (x))N = n'N, 

done, d'apres le Theoreme 4, toute solution meromorphe W de l'equation Pu = est ration- 
nelle. Or la condition 3) du theoreme implique que toute solution de (R3) est meromorphe, 
done rationnelle, et par suite toute solution Y = —C~ 1 W'W~ 1 de l'equation (Ri) est ration- 
nelle, d'ou le Theoreme 7. 



Indices d'un operateur differentiel matriciel et applications 



Theoreme 8 : 

Si en tout point singulier z £ Z , V operateur P est singulier regulier et les racines ki, ... , fejv 
de son polynome caracteristique l(k) sont rationnelles et vemfient ki — kj £ Z pour i ^ j, alors 
toute solution de V equation (Ri) est algebrique. 

Preuve : 

On cherche une base de solutions de l'equation (R3) au voisinage de x = a £ Z sous la forme 
de series formelles 

W = X k J2 WnV", 

avec y = x — a. 

Elles doivent verifier l'equation 

= Pu = Y. P{W n y k+n ) = L(k)W y k - n + F 1 (k)W y k - n+1 + F 2 (k)W y k - n+2 + ... 

n>0 

+L(k + 1 )W iy k -" +1 + F 1 (k+ l)W iy k - n+2 + ... 
avec Fi(k) G C[fc] (i = 0, 1, 2, ...). 

Si ki est un racine du polynome l(k), par hypothese l(ki + j) =fc pour j £ N, et done on peut 
determiner de maniere unique tous les coefficients W„ par recurrence et ainsi on obtient une 
solution W(ki). Cette solution W(ki) est convergente (Theoreme 6) et les W(ki) (1 < i < 2N) 
forment une base de l'espace vectoriel des solutions de l'equation Pu = au voisinage du point 
a, done la solution generale Y = —C^ 1 (x)W'W~ 1 de (Ri) est algebrique, i.e les coefficients 
de cette matrices sont algebriques sur C(x). Ceci termine la preuve du theoreme. 
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